MESE DS de mathématiques n°9 e 2026

Concours Blanc

Durée : 4h. Calculatrices non autorisées. La clarté de la copie fera varier la note de +1 point.
Les questions simples doivent étre traitées rapidement, ne perdez pas de temps au brouillon !

Le sujet comporte 3 exercices indépendants : un en algebre et deux en analyse. Les deux premiers exercices
sont plus simples et il est conseillé de les faire proprement.

1 Analyse : primitive d’une fonction gaussienne

N

T

Dans tout le probléme, on note ® la primitive sur R de la fonction  — e~ 2 qui s’annule en 0, ¢’est-a-dire
que

VeeR &(z) = /03? e T du
(on ne cherchera pas a calculer cette intégrale).
1) Justifier que la fonction ® est de classe €°° sur R.
2) Etudier les variations de ®.
3) Etudier la parité de .

4) Etude en 0.
a) Déterminer le DLy(0) de la fonction ®'.

b) En déduire qu’il existe une constante o > 0 que l'on précisera telle que

— 3 3
O(x) =z —ax + o (z?)

O(z)

c) Pour tout x € R*, on pose ¥(x) = ———=. Prouver que la fonction ¥ est prolongeable par continuité
en 0. On convient de noter encore W la fonction ainsi prolongée sur R. Préciser la valeur de ¥(0).

d) Démontrer que la fonction ¥ est dérivable sur R, et préciser la valeur de ¥’(0).

e) Expliciter I'équation de la tangente & la courbe représentative de ¥ au point d’abscisse 0. Est-ce
que ¥ admet un extremum local en 07

5) Résolution d’une équation différentielle. On s’intéresse dans cette question a ’équation différen-
tielle

[N

x

(E) ay+y=e 2

a) Reésoudre I'équation différentielle (E) sur 'intervalle |0, 4+00[. On exprimera les solutions a 1’aide
de la fonction W.

b) Pour chaque solution de (E) sur ]0, +oco[, déterminer sa limite en 0.

c) Résoudre de méme ’équation (E) sur intervalle |—oo, 0], et étudier pour chaque solution sa
limite en 07

d) Démontrer que I'équation (E) admet une unique solution sur R, et la déterminer.
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6) Etude en +oo.

a) Avec une majoration adéquate, établir que
T
Ve>1 ®(z) <P(1) —|—/ ez du
1

b) En déduire que ® est majorée sur R, puis que ® admet une limite finie en +o0o (on ne cherchera
pas a calculer cette limite).

2 Algeébre : ’endomorphisme P — P(X + 1) — P(X)

On note R[X] l'espace vectoriel des polyndémes & coefficients réels, et pour tout entier n > 1, on note
R,,[X] le sous-espace vectoriel de R[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n. Soit A I'application :

A:R[X] — R[X]
P — P(X+1)-P(X)

Par exemple, si P = X2, alors A(P) = (X +1)% — X2,
1) Vérifier que A est un endomorphisme de R[X].
2) On souhaite déterminer Ker(A).

a) On fait I'hypothése dans cette question que P est un polynome non constant de R[X], appartenant
a Ker(A).

i) Justifier que P admet au moins une racine complexe zj.
ii) En déduire que P posséde une infinité de racines complexes et obtenir une contradiction.
b) En déduire Ker(A).

3) a) Soit P un polynome non nul de R[X]. On note d = deg P et on pose P = agX%+ ...+ a1 X + ao.
Préciser le degré du polynéme P(X + 1) — P(X) en fonction de d.

b) Justifier que la restriction A, de A & R,,[X] est un endomorphisme de R, [X].
c) Déterminer le noyau de A,,, puis le rang de A,, et en déduire I'image de A,,.

4) Montrer que A est un endomorphisme surjectif, mais pas injectif. En quoi ce n’est pas une contradic-
tion ?

5) Utilisation de A, pour le calcul d’une somme

On suppose dans cette question uniquement que n = 4. On note C = (1,X,X2,X3,X4) la base
canonique de R4[X].

a) Déterminer la matrice My de A4 dans la base C.

ag 0
al 0
b) Trouver cinqg réels ag, ai, az,as,aq vérifiant : My x |ag | = |0
as 1
a4 0

c¢) En déduire, pour tout m € N, une expression factorisée de :
m
Sm =Y K
k=0

G. Peltier - MPSI, Lycée Alain Fournier 2/4




3 Analyse : la suite récurrente u, 1 = sin(u,)

On note f : x — sin(x). On étudie la suite récurrente (uy,)nen définie par :

uo €]0,1] et VneN upi1 = fluy)

A — Nature de la suite (uy,)

1) Montrer que pour tout x €]0,1], on a 0 < sinz < x.
2) En déduire que u, €]0, 1] pour tout n € N.

3) Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).

4) En déduire que (u,) converge, et déterminer sa limite.
B — Equivalent de (u,)

1 1
5) Déterminer lim < >

a—0 \sin2z 22

1 1 1
6) En déduire que lim <2 — 2) = .
un—l—l Un

1
7) Dans la suite du probléme, on pose a,, = —5 pour tout n € N.
uTL

a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un rang N € N tel que pour tout k > N,

1 € €

Z_Z < gL < 4z

3 2 ST %S 3Ty

b) Soit n > N + 1. Déduire de la question précédente un encadrement de a,, en fonction de ay, n,
N et e.

s 3
c) En déduire que u, ~ {/—.
n

C — Développement asymptotique de (u,)

1 1
8) Déterminer le DLQ(O) de 2. T35
sin“x T
o 1 B 1 , -
9) En déduire que ap+1 — a, = 3 + —+ 0| — ] pour une constante 8 > 0 que l'on précisera.
n n

n
10) On pose b, = a, — 3 pour tout n > 1.
a) Déterminer un équivalent simple de by, 11 — by,.

b) Soit N € N*. On admet I’encadrement suivant, pour tout n > N + 1 :

n(f) <X psn(F)+y

1
Montrer que b, ~ %
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c) En déduire un développement asympotique a 2 termes de a,, puis de wu,,.

Fin du sujet

o am—

d F

-

TRIGON = THREE SIDES | TRIGON = THREE SIDES

TRIGONOMETRY = STUDY OF TRIANGLES | ypc.oNOMETRY = STUDY OF CIRCLES
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